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概要
Quantum unipotent subgroup is the quantum coordinate ring of the unipotent subgroup as‐
sociated with a flnite subset which is defined Uy a Weyl group element of a symmetrizable
Kac‐Moody Lie algebra. I explain about the quantum coordinate ring of the pro‐unipotent
subgroup associated with a cofinite subset associated with a Weyl group element and its com‐
patiuility with the dual canonical basis and the multiplicity‐free property between the dual
canonical basis element in the quantum unipotent subgroups and the one in the opposite.
This is based on (Kim15].
] 動機付け





定理1.1 (Baumann‐Kamnitzer‐Tingley [BKT14, Theorem 4.4]). (T,\mathcal{F})を前射影多元環上の加群圏
のねじれ対であって,開集合を与えるものとする。Irr (A)をLusztig簸多様体  $\Lambda$の既約成分のなす集
合,Irr ($\Lambda$^{T}) (resp. Irr ($\Lambda$^{F}) )をそれぞれ一般の点がT (resp. \mathcal{F})の点であるような  $\Lambda$の既約成分のな
す部分集合とする。このとき全単射
 l\mathrm{r}\mathrm{r}( $\Lambda$)\simeq Irr ($\Lambda$^{T})\times Irr ($\Lambda$^{F})
が存在する。
前射影多元環上の加群圏のねじれ対として,Buan‐Iyama‐Reiten‐Scott[BIRS09], Geiss‐Leclerc‐
Schröer[GLS 11 ]らによるWeyl群の元w\in Wに付随するものが知られている。それらについては,前
射影多元環の鏡映関手と斉藤結晶鏡映(Saito crystal reflection)の比較を用いて,結晶構造を用いた











(I, \mathfrak{h},P,P^{\vee},  $\Pi,\ \Pi$, -))をルートデータとする。すなわち, Iを有限添字集合, \mathfrak{h} を有限次元 \mathbb{Q}ベ
クトル空間, P\subset \mathfrak{h}^{*}をウェイト格子, P^{\vee}=\{h\in \mathfrak{h}|\langle h, P\rangle\subset \mathbb{Z}\} を余ウェイト格子と自然なペアリ
ング -\rangle :  P^{\vee}\otimes \mathrm{z}^{P}\rightarrow \mathbb{Z},  $\Pi$=\{$\alpha$_{i}\}_{i\in I}\subseteq P を単純ルートのなす集合, $\Pi$^{\vee}=\{h_{i}\}_{i\in I}\subset P^{\vee} を単純
余ルートのなす集合,−): P\times P\rightarrow \mathbb{Q} を \mathbb{Q}‐値対称双線型形式であって,以下の条件を満たすも
のを言う:
(1) 任意の i\in Iに対して, d_{i}:=($\alpha$_{i}, $\alpha$_{i})/2\in \mathbb{Z}_{>0} を満たす。
(2) 任意の i\in I及び  $\lambda$\in Pに対して, \langle h_{i},  $\lambda$\rangle=2($\alpha$_{i},  $\lambda$)/($\alpha$_{i},  $\alpha$のを満たす。
(3)  A=(\langle h_{i},  $\alpha$ j\rangle)_{i,j\in I} は(対称化可能)一般化Cartan行列を定める,すなわち \{h_{i}, $\alpha$_{i}\rangle=2, i\neq jに対
して \langle h_{i}, $\alpha$_{i}\rangle\in \mathbb{Z}\leq 0 かつ \langle h_{i}, $\alpha$_{j}\rangle=0\Leftrightarrow\langle h_{j}, $\alpha$_{i}\rangle=0 を満たす。
(4) \{$\alpha$_{i}\}_{i\in I} \subset \mathfrak{h}^{*} は線型独立。
簡単のため, (\mathfrak{h},  $\Pi,\ \Pi$^{\vee})は極 /\mathrm{j}\backslash , すなわち \dim \mathfrak{h}=2\# I- rank (A)を満たすとする。
Q = \displaystyle \sum_{i\in I}\mathbb{Z}$\alpha$_{i} \subset  P をルート格子, Q^{\vee} = \displaystyle \sum_{i\in I}\mathbb{Z}h_{i} \subset  P^{\vee} を余ルート格子といい, Q+ =
\displaystyle \sum \mathbb{Z}\geq 0^{$\alpha$_{i}} \subset  Q Q- = -Q+ と定める。また  $\xi$=\displaystyle \sum_{i\in I}$\xi$_{i}$\alpha$_{i} \in  Qに対して,ht (  $\xi$) = \displaystyle \sum$\xi$_{i} \in \mathbb{Z} と定め
る。 P_{+}=\{ $\lambda$\in P|\{h_{i},  $\lambda$\rangle\in \mathbb{Z}\geq 0 for all i\in I\`{I} を優整ウェイトのなすモノイドとする。
(り,  $\Pi$, $\Pi$^{\vee} )は,対称化可能Cartan行列Aの実現を与える。実現 (\mathfrak{h},  $\Pi,\ \Pi$^{\vee}) に付随するKac‐Moody Lie
環を \mathfrak{g} とする。すなわち, \{e_{i}\}_{i\in I}\cup\{f_{i}\}_{i\in J}\mathrm{U}\mathfrak{h}を生成元として,
[h,h']=0(h, h'\in \mathfrak{h}) ,
[h, e_{i}]=\langle h ) $\alpha$_{i}\rangle e_{i}, [h, f_{i}]=-\langle h, $\alpha$_{i}\rangle f_{i},
[e_{i}, f_{j}]=$\delta$_{i,j}h_{i},
ad (e_{i})^{1-a_{ij}}(e_{j})=0 , ad (f_{i})^{1-a}:j(f_{j})=0.
を基本関係式とするLie環とする。
\{e_{i}\}_{i\in I} (resp. \{f_{i}\}_{i\in I} ) の生成する部分垣 \mathrm{e}環を, \mathfrak{n}+(resp. \mathfrak{n}_{-}) とすると, \mathfrak{g}はベクトル空間として
の同型\mathfrak{g}=\mathfrak{n}‐ \oplus \mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}+ (三角分解)をもつ。Lie環に関するPoincaré‐Birkhoff‐Wittの定理より,普遍展
開環の線形空間としての同型




\displaystyle \mathfrak{g}=\mathfrak{h}\oplus\bigoplus_{ $\alpha$\in \mathfrak{h}\backslash \{0\}}\mathrm{g}_{ $\alpha$},
\mathfrak{g}_{ $\alpha$}= { x\in \mathfrak{g}|[h,x]=\langle h )  $\alpha$\rangle x^{\forall}h\in \mathfrak{h} }.
を持つ。  $\Delta$ = \{ $\alpha$\in \mathfrak{h}^{*}\backslash \{0\}|\mathrm{g}_{ $\alpha$}\neq 0\}をルートのなす集合として, $\Delta$_{+} (resp. $\Delta$_{-} )をそれぞれ, \mathfrak{n}_{+}
(resp. \mathfrak{n}_{-} )に対応する部分集合とする。
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Gを \mathfrak{g}に付随するKac‐Moody群とし,  N\pmを旺に付随する副幕単部分群とし,  Hを \mathfrak{h} に対応する極大
トーラスとする。
1.2 完全基底
垣 \mathrm{e} 環の表現(ないし普遍展開環) の良い基底(good base) については,Gelfand‐Zelevinsky
[GZ86], Baclawski[Bac84] およびMaffiieu [Mat90] らによって研究され,テンソル積重複度
(Littlewood‐Richardson規則)やgood filtrafionの構成などに応用された。




Kazhdan[BK07] は,幕単結晶(unipotent crystal) およびその超離散化の理論に関連して,完全
基底(perfect basis) と呼ばれる基底のクラスを導入した。完全基底の双対基底の特徴付けは,
Baumann[Bau 12]によってbases of canonical typeや,Kahng‐Kang‐Kashiwara‐Suh[KKKS15]によ
ってdual perfect baseとして述べられている。以下では,昇完全基底 (upper perfect base) と降完全
基底(lower perfect base) として述べる1 。
㌦の普遍展開環 \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-}) は,Chevalley生成元\{f_{i}|i\in I\}を生成元として,Serre関係式
ad (f_{i})^{1-a\mathrm{i}j}(f_{j})=0
を基本関係式とする非可換 \mathbb{C}代数である。 \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-}) は \deg(f_{i}) = -$\alpha$_{i} とするQ‐次数付き代
数U (\mathfrak{n}_{-}) = \oplus_{ $\xi$\in Q-}\mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})_{ $\xi$}である。任意の  $\xi$ \in  Q_{-}に対して, \dim \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})_{ $\xi$} < \inftyである こ
とに注意してお く。  F_{i} : \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-}) \rightarrow \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-}) を左乗法で定義する,すなわち瓦 (x) = f_{i}xで定
め, *:\mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})\rightarrow \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-}) を *(f_{i})=f_{i}で定める反対合とする。
定義1.2. \mathrm{U} (\mathfrak{n}_{-})の \mathbb{C}‐基底B^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}が降完全基底(lower peffect base)であるとは,以下の条件をみたすこ
とを言う。
(1) 任意の  $\xi$\in Q_{-} に対して, \mathcal{B}^{\mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{w}}\cap \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})_{ $\xi$}が, \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})_{ $\xi$}の基底をなし, 1\in \mathcal{B}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}_{\mathrm{O}}}
(2) \mathcal{B}^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}は *で安定である。すなわち, *(B^{1\mathrm{o}\mathrm{w}})=B^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}をみたす。
(3) 任意の i\in I と非負整数 c\in \mathbb{Z}_{\geq 0} に対して, B^{\mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{w}}\cap{\rm Im}(F_{i^{\mathrm{c}}})が {\rm Im}(F_{i^{\mathrm{c}}})の基底をなす。
(4) 任意の i\in I と非負整数\mathrm{c}\in \mathbb{Z}_{\geq 0} に対して, F_{i}^{(\mathrm{c})}=F_{i}^{\mathrm{c}}/\mathrm{c}1:\mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})\rightarrow \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-} )の誘導する線形写像
F_{i}^{(c)}=F_{i}^{c}/c!:\mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})/{\rm Im}(F_{i})\rightarrow 1\mathrm{m}(F_{i}^{c})/{\rm Im}(F_{i}^{c+1})
は誘導された \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})/{\rm Im}(F_{i})および{\rm Im}(F_{i}^{c})/{\rm Im}(F_{i}^{c+1}) の基底の間の全単射を与える。
降完全基底の公理より,優整ウェイ ト  $\lambda$\in P_{+} に対して,部分空問




が, B^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}\displaystyle \cap\sum_{i\in I}\mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})f_{i}^{\langle h_{i}, $\lambda$\rangle+1} によって生成されることが従い,優整ウェイトに付随する可積分最高
ウェイト加群 V( $\lambda$)\displaystyle \simeq \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})/\sum_{i\in I}\mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})f_{i}^{\langle h:, $\lambda$\rangle+1}の基底を誘導する。
次数双対空間にも同様の基底を考えることができる。 \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})の次数双対は,対応する副寒単部分
群Nの座標環C [N] と同一視される。 F_{i}の双対作用素を,瓦で表す。 E_{i}は局所幕零であることに注意す
る。また, *:\mathbb{C}[N]\rightarrow \mathbb{C}[N] を *:\mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})\rightarrow \mathrm{U}(\mathfrak{n}_{-})の双対作用素とする。
定義1.3. \mathrm{C}[\mathrm{N}] の\mathbb{C}基底 \mathcal{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}が昇完全基底(upper perfect base)であるとは,以下の条件をみたすこと
を言う。
(1) 任意の  $\xi$\in Qに対して, \mathcal{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}\cap \mathbb{C}[N]_{ $\xi$}が\mathbb{C} [N]  $\xi$の基底をなし,  1\in B^{\mathrm{u}\mathrm{p}} 。
(2) B^{\mathrm{u}\mathrm{p}} は*で安定である。すなわち, *(B^{\mathrm{u}\mathrm{p}})=B^{\mathrm{u}\mathrm{p}}をみたす。
(3) 任意の i\in I と c\in \mathbb{Z}\geq 0 に対して, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i}^{c})\cap B^{\mathrm{u}\mathrm{p}}が \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i^{\mathrm{C}}})の基底をなす。
(4) 任意の i\in I と c\in \mathbb{Z}_{\geq 0}に対して, E_{i}(c) :=E_{i}^{c}/c!:\mathbb{C}[N]\rightarrow \mathbb{C}[N]の誘導する線形写像
E_{i}^{(\mathrm{c})} :=E_{i}^{G}/c!:\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i}^{c+1})/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i}^{\mathrm{c}})\rightarrow \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i})
は,誘導された \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i}^{c+1})/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r} (琢)及び\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i})の誘導する基底の間の全単射を与える。
上完全基底の公理より,  $\lambda$\in P_{+}に対して,部分空間
\displaystyle \bigcap_{i\in I}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i}^{\langle h_{i}, $\lambda$\rangle+1})
が, \displaystyle \mathcal{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}\cap\bigcap_{i\in I}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{i}^{\langle h_{\dot{\mathrm{a}}}, $\lambda$\rangle+1}) によって生成されることがわかる。
注意1.4. Gelfand‐Zelevinsky [GZ86], Baclawski[Bac84]およびMathieu [Mat90] らによって調べ
られていた 良い基底の定義は,Lie環の表現Mの基底Bであって,任意の優整ウェイト  $\lambda$\in P+に対
して,部分空間
\displaystyle \bigcap_{i\in I}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(e_{i}^{\langle h_{:}, $\lambda$\rangle+1})









si (  $\lambda$) = $\lambda$-\langle h_{i},  $\lambda$\rangle$\alpha$_{i} ( $\lambda$\in \mathfrak{h}^{*})で定義される単純鏡映で生成される GL(\mathfrak{h}^{*}) の部分群をWeyl群とい
い, Wで表す。また, \ell=p_{s:W}\rightarrow \mathbb{Z}\geq 0 を S=\{s_{i}|i\in I\}で定まる長さ関数とする。また, w\in Wに
対して, I(w)で最短表示のなす集合とする。
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w\in Wに対して, $\Delta$_{+}\cap w$\Delta$_{-} を考える。このとき, i=(i_{1}, \cdots, i_{\ell})\in I(w)に対して
$\Delta$_{+}\cap w$\Delta$_{-}=\{$\beta$_{k,i}:=s_{i_{1}}\cdots s_{i_{k-1}}($\alpha$_{i_{k}})|1\leq k\leq\ell\}
となり, $\Delta$_{+}\cap w$\Delta$_{-} は, \#($\Delta$_{+}\cap w$\Delta$_{-})=\ell(w)なる有限部分集合をなす。
w \in  Wの持ち上げw \in \mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}_{G}(H) に対して, \mathfrak{n}\pm 寡Ad (w\cdot )(咋)およびn\pm 口Ad (\dot{w})(\mathfrak{n}\pm)は,  $\Delta$\pm 寡




\mathrm{U} ( \mathfrak{n}\pm 寡Ad (w)(\mathfrak{n}_{\mp}) ) \otimes \mathrm{U}(\mathfrak{n}\pm \mathrm{n}\mathrm{A}\mathrm{d}(w)(\mathfrak{n}\pm)) \rightarrow^{\sim}\mathrm{U}(\mathfrak{n}\pm)
を誘導する。また, \mathfrak{n}_{\pm}\cap \mathrm{A}\mathrm{d}(w)(\mathfrak{n}_{\mp}) および\mathfrak{n}\pm\cap \mathrm{A}\mathrm{d}(w)(\mathfrak{n}_{\pm}) に対応する幕単部分群 N_{\pm}\cap\dot{w}N_{\mp}\dot{w}^{-1}お
よび(副)寡単部分群N_{\pm}\cap\dot{w}N\pm\dot{w}^{-1} に対して,  N\pmにおける積は,(ind) variety としての同型
(  N\pm 口 \dot{w}N\mp\dot{w}^{-1} ) \times (  N\pm 口 \dot{w}N\pm\dot{w}^{-1} ) \rightarrow^{\simeq}  N\pm
を誘導し,それぞれの左(右)作用に関する不変式環と補部分群の座標環との同一視
\mathbb{C}[N\pm]^{N\pm\cap\dot{w}N\pm\dot{w}^{-1}}\simeq \mathbb{C}[N\pm\cap\dot{w}N_{\mp}\dot{w}^{-1}],
N\pm\cap\dot{w}N\mp^{\dot{w}^{-1}}\mathbb{C}[N\pm]\simeq \mathbb{C} [N士口 \dot{w}N\pm\dot{w}^{-1} ]
を誘導する。以下は,Weyl群の元に付随する部分群の座標環と上完全基底との整合性である。
予想 L6 (整合性予想). B^{\mathrm{u}\mathrm{p}} を \mathbb{C}[N_{-}]の上完全基底とする。このとき以下が成り立つ。
(1) $\beta$^{\mathrm{u}\mathrm{p}}\cap \mathbb{C}[N_{\pm}]^{N_{\pm}\cap\dot{w}N_{\pm}\dot{w}^{-1}} は, \mathbb{C}[N_{\pm}]^{N\pm\cap\dot{w}N_{\pm}\dot{w}^{-1}} を生成する。
(2) \mathcal{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}\mathrm{n}^{N_{\pm}\cap\dot{w}N_{\mp\dot{w}^{-1}}}\mathbb{C} [塊]は, N\pm\cap\dot{w}N_{\mp^{\dot{w}^{-1}}\mathbb{C}}1^{N\pm}]を生成する。
w=8_{i}のときには,上完全基底の公理より従う。
Geiss‐Leclerc‐Schröer は,Luszfigによる双対半標準基底S^{*}に関して,前射影多元環のクラスター
傾斜理論を用いて以下の整合性 [GLS 11, Theorem 15. 1 ( \mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}) ]を示した。




ルートデータを固定する。 qを不定元とし, i\in Iに対して, q_{i}=q^{d_{:}} と定め,  $\xi$=\displaystyle \sum$\xi$_{i}$\alpha$_{i}\in Qに対し
て, q_{ $\xi$}:=\displaystyle \prod_{i\in I}q_{i}^{$\xi$_{\dot{\mathrm{a}}}} と定める。
n\in \mathbb{Z} と i\in Iに対して,
[n]_{i}:=\displaystyle \frac{q_{i}^{n}-q_{i}^{-n}}{q_{i}-q_{i}^{-1}}
と定める。またn>0に対して, [n]_{i}!=[n]_{i}[n-1]_{i}\cdots[1]_{i} と定め, [0]!=1 と約束する。
84
定義2.1. 対称化可能Kac‐Moody Lie環 \mathfrak{g} に対して, \mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathfrak{g}) を付随するDn\cdotnfeld‐神保量子包絡環
を \{e_{i}\}_{i\in I}\cup\{f_{i}\}_{i\in I}\cup\{q^{h}\}_{h\in P^{\mathrm{V}}} を生成元として,
q^{h}q^{h'}=q^{h}q^{h^{l}}=q^{h+h'},q^{0}=1,
q^{h}e_{i}q^{-\hslash}=q^{\langle h, $\alpha$\rangle}:e_{i},q^{h}f_{i}q^{-h}=q^{-(h, $\alpha$\rangle}:f_{i},
[e_{i}, f_{j}]=$\delta$_{i,j}\displaystyle \frac{k_{i}-k_{i}^{-1}}{q_{i}-q_{i}^{-1}},
\displaystyle \sum_{k=0}^{1-a_{tj}}(-1)^{k}f_{i}^{(k)}f_{j}f_{i}^{(1-a_{ij}-k)}=0, \sum_{k=0}^{1-a_{\mathfrak{i}j}}(-1)^{k}e_{i}^{(k)}e_{j}e_{i}^{(1-a_{lj}-k)}=0(i\neq j) .
を基本関係式とする \mathbb{Q}(q)代数とする。ここでk_{i}=q^{d_{i}h_{\dot{\mathrm{t}}}},f_{i}^{(C)}=f_{i}^{c}/[c]_{i}!で定める。
\{e_{i}\}_{i\in I}(resp. \{f_{i}\}_{i\in I}) によって生成される部分\mathbb{Q}(\mathrm{q})代数を, \mathrm{U}_{q}^{+}(\mathfrak{g})(resp. \mathrm{U}_{\overline{q}}(\mathfrak{g}))であらわす。ま
た, \mathrm{U}_{g}^{0}(\mathfrak{g}) を \{q^{h}\}_{h\in P} .で生成される部分\mathbb{Q}(q)代数とする。 \mathrm{U}_{q}(\mathfrak{g})は,三角分解をもつ,すなわち積
写像によって, \mathbb{Q}(q)ベクトル空間としての同型
\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\otimes \mathrm{U}_{q}^{0} (佳) \otimes U+ (\mathfrak{g})\rightarrow\sim \mathrm{U}_{q}(\mathfrak{g})
が成り立つ。  $\xi$\in Qに対して, \mathrm{U}_{q}(\mathfrak{g})_{ $\xi$}=\{x\in \mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathfrak{g})|q^{h}xq^{-h}=q^{\langle h, $\xi$\rangle}xh\in P^{\vee}\} と定めると, \mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{g})=
\oplus_{ $\xi$\in Q}\mathrm{U}_{q}(\mathfrak{g})_{ $\xi$}が成り立つ。
\mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g}) は \{f_{i}\}_{i\in I}で生成される部分\mathbb{Q}(q)代数であり, \{f_{i}\}_{i\in I}を生成元とし, q‐Serre関係式
\displaystyle \sum_{k=0}^{1-a_{ij}}(-1)^{k}f_{i}^{(k)}f_{j}f_{i}^{(1-a_{ij}-k)}=0(i\neq j)
を基本関係式とする \mathbb{Q}(\mathrm{q}) 代数である。 \mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathrm{g})_{ $\xi$} = \mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g}) \cap \mathrm{U}_{q}(\mathfrak{g})_{ $\xi$} と定める と, \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}) =
\oplus_{ $\xi$\in Q_{-}}\mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g})_{ $\xi$}が成り立つ。
定義2.2. \mathbb{Q}(q) ‐代数としての反対合 *:\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathfrak{g})\rightarrow \mathrm{U}_{q}(\mathfrak{g}) を
*(e_{i})=e_{i}, *(f_{i})=f_{i}, *(q^{h})=q^{-h}.
で定め,スター対合(cinvoludon)という。





標準基底を導入する。まず 結晶基底を導入する。詳しくは[Kas91, Section 3]等を見られたい。
\mathrm{U}_{q}^{-}\otimes \mathrm{U}_{q}^{-} には,積を斉次元x_{1},x_{2},y_{1},y_{2}\in \mathrm{U}_{q}^{-} に対して,
(x_{1}\otimes y_{1})(x_{2}\otimes y_{2})=q^{-(\mathrm{v}\mathfrak{n}(x_{2}),\mathrm{w}\uparrow(y_{1}))}x_{1}x_{2}\otimes y_{1}y_{2},
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で定める。このとき r=r_{-}:\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\rightarrow \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\otimes \mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g}) を
 r(f_{i})=f_{i}\otimes 1+1\otimes 義
で定めると, \mathbb{Q}(q)代数射に一意的に拡張される。これを捻り余積(twisted coproduct) という。
\mathbb{Q}(q) ‐値非退化対称双線型形式 )_{K}:\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\otimes \mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g})\rightarrow \mathbb{Q}(q) を斉次元x, y_{1} , y2, x_{1}, x_{2}, y\in \mathrm{U}_{q}^{-} に
対して,以下の条件をみたすように定める。
(1, 1)_{K}=1, (f_{i}, f_{j})_{K}=$\delta$_{ij}, (r(x), y_{1}\otimes y_{2})_{K}=(x, y_{1}y_{2})_{K\rangle}(x_{1}\otimes x_{2}r(y))_{K}=(x_{1}x_{2}, y)_{K}
但し (\cdot\otimes\cdot, \cdot\otimes\cdot)_{K} : (\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathrm{g})\otimes \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathrm{g}))\otimes(\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\otimes \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}))\rightarrow \mathbb{Q}(\mathrm{q}) は,斉次元 x_{1},x_{2},y_{1},y_{2}\in \mathrm{U}_{q}^{-}(g)に
対して, (x\mathrm{i}\otimes x_{2},y_{1}\otimes y_{2})_{K}=(x_{1},y_{1})_{K}(x_{2},y_{2})_{K} と定める。
i \in  Iに対して, \mathbb{Q}(q) ‐線形写像 ir:\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}) \rightarrow \mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g}) (resp. r_{i}:\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}) \rightarrow \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}) ) が,左(resp.
右 )乗法に関する随伴作用素として,任意のx,y \in \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})に対して, (_{i}r(x),y)_{K} = (x, f_{i}y)_{K}(resp.








補題2.3 ([Lus93, Lemma 38.1.2, Proposition 38.1.6]). i\in Iに対して,任意の x\in \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}) は以下の
形で一意的に書くことができる。
x=\displaystyle \sum_{c\geq 0}f_{i}^{(c)_{X_{c}}} (x_{c}\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(ir)) .
上の分解を用いて,結晶作用素を導入する。
定義2.4. x=\displaystyle \sum_{\mathrm{c}\geq 0}f_{i}^{(c)}x_{c}に対して, \overline{e}_{i},\tilde{f_{i}}:\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathrm{g})\rightarrow \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})を以下で定める。
\displaystyle \overline{e}_{i}x=\sum_{\mathrm{c}\geq 1}f_{i}^{(\mathrm{c}-1)_{X_{c}}},
\displaystyle \overline{f_{i}}x=\sum_{\mathrm{c}\geq 0}f_{i}^{(\mathrm{c}+1)_{X_{c}}}.
\mathbb{Q}(q)の \mathbb{Q}部分代数為,および\mathcal{A}_{\infty} をq=0で正則な有理関数,  q=\inftyで正則な有理関数とする。
\displaystyle \mathscr{L}(\infty):= \sum_{\ell\geq 0,i_{1},\cdots,ip\in i}A_{0}\overline{f}_{i_{1}}\cdots\tilde{f_{i\ell}}1\subset \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}) ,
s3 (\infty) :=\{\tilde{f}_{i_{1}}\cdots\tilde{f_{i_{l}}}1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q\mathscr{L}(\infty)|l\geq 0,i_{1}, \cdots , l\ell\in I\}\backslash \{0\}\subset \mathscr{L}(\infty)/q\mathscr{L}(\infty) .
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と定める。このとき,f(oo)は \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})のA_{0}格子であり, \mathscr{B}(\infty) は \mathscr{L}(\infty)/q\mathscr{L}(\infty)の \mathbb{Q}上のベクトル空
間の基底をなす。 \mathscr{L}(\infty) を結晶格子, \mathscr{B}(\infty)を結晶基底という。
A = \mathbb{Q}[q^{\pm 1}] と し, \mathrm{U}_{A}^{-}(\mathfrak{g})^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}を \{f_{i}^{(c)}|i\in I,c\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\}で生成されるA部分代数と する。バ
一対合‐: \mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g}) \rightarrow \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})を用いて,2 ( \infty ) = \{\overline{x}|x\in \mathscr{L}(\infty)\} と定める。この と き,射
影2 (\infty)\rightarrow \mathscr{L}(\infty)/q\mathscr{L}(\infty)は, \mathbb{Q}ベクトル空間としての同型
2(科科) \cap2 (\infty)\cap \mathrm{U}_{\overline{A}}(\mathrm{g})^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}\rightarrow \mathscr{L}(\infty)/q\mathscr{L}(\infty)
を誘導する。
定義2.5. 上の同型写像の,逆写像を G^{\mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{w}}で表し, \mathrm{B}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}}:=\{G^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(b)|b\in \mathscr{B}(\infty)\} を標準基底(canoni‐
cal base)ないし降大域基底(lower global base) という。
双対標準基底(dual canonical base)ないし昇大域基底(upper global base)は, \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})の非退化内
積(, )_{K}を用いて,双対基底として定義される。すなわち,  $\sigma$=$\sigma$_{K}:\mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g})\rightarrow \mathrm{U}_{q}^{-}(g)を x\in \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})に対
して,任意の y\in \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})に対して
( $\sigma$(x),y)_{K}=\overline{(x}) \overline{y})_{K}
が成り立つような対合とする。これを双対バー対合(dual bar involution)という。また, \mathcal{A}格子を
\mathrm{U}_{A}^{-}(\mathfrak{g})^{\mathrm{u}\mathrm{p}}:=\{x\in \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathrm{g})|(x,\mathrm{U}_{A}^{-}(\mathfrak{g})^{1\mathrm{o}\mathrm{w}})_{K}\subset A\}.
で定め。なお, \mathscr{L}(\infty)=\{x\in \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})|(x,\mathscr{L}(\infty))_{K}\subset A_{0}\} という事実に注意しておく。このとき,射
影2 (\infty)\rightarrow \mathscr{L}(\infty)/q\mathscr{L}(\infty)は \mathbb{Q}ベクトル空間としての同型
\mathscr{L}(\infty)\cap $\sigma$(\mathscr{L}(\infty))\mathrm{n}\mathrm{U}_{\overline{A}}(\mathfrak{g})^{\mathrm{u}\mathrm{p}}\rightarrow \mathscr{L}(\infty)/q\mathscr{L}(\infty)
を誘導する。
定義2.6. 上の同型写像の逆写像を G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}で表し, \mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}} := {  G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)|b\in 詔 (\infty) }を双対標準基底(dual
canonical base)ないし昇大域基底(upper global base) という。
注意2.7. 非退化内積をとらずに,単にQ次数付きベクトル空間としての双対空間における双対基底を
考えることが簡明であるが,さまざまな計算上,具体的な非退化内積をとって計算する方が便利なこ
とが多い。他の正規化としては, (f_{i}, f_{i})_{L}=1/(1-q_{i}^{\pm 2})で正規化するLusztigによる非退化内積もあ
る。また,本稿では,簡明のため,柏原による非退化内積(, )_{K}を採用した。
双対標準基底には,以下の様な積展開の評価式が知られている。 i\in I と c\in \mathbb{Z}_{\geq 0} に対して, f_{i}^{\{\mathrm{c}\}}=
f_{i}^{(c)}/(f_{i}^{(c)}, f_{i}^{(c)})_{K} と定める。簡単な計算により, f_{i}^{\{c\}}=q_{i}^{\mathrm{c}(\mathrm{c}-1)/2} ffであることが分かる \acute{}2 。
定理2.8 ([Kas 12, Proposition 2.2]). 任意の b\in \mathscr{B} (oo), i\in I および c\geq 1に対して,以下の積展開の
評価式が成り立つ。
f_{i}^{\{c\}}G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)=q_{i}^{-c\mathcal{E}:(b)}G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(\displaystyle \tilde{f}_{i}^{c}b)+\sum_{: $\epsilon$(b')<$\epsilon$_{i}(b)+\mathrm{c}}F_{i;b,b'}^{\{c\}}(q)G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b')
\prime l ここで, (f_{i}, f;)_{K}=1 という正規化を用いている。
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ここで,展開係数F_{i;b,b'}^{\{\mathrm{c}\}}(q)は,以下をみたす。
F_{i;b,b'}^{\{\mathrm{c}\}}(q):=(f_{i}^{\{c\}}G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b), G^{\mathrm{I}\mathrm{o}\mathrm{w}}(b'))_{K}=q_{i}^{c(c-1)/2}(G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b), (ir)^{c}G^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(b'))_{K}\in q_{i}^{-C\mathcal{E}:(b)}q\mathbb{Z}[q]
2.3 Lusztigの組み紐群対称性
Wを \mathrm{g}のWeyl群とする。Lusztig [Lus93, Section 37.1.3] に従って, i \in  I と  $\epsilon$ \in \{\pm 1\}に対し
て, \mathbb{Q}(q) ‐代数自己同型鶉 (=T_{i,i}''):\mathrm{U}_{q}(\mathfrak{g})\rightarrow \mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathfrak{g}) を以下で定義する。
T_{i}(q^{h})=q^{s_{i}(h)},
T_{i}(e_{j})=\left\{\begin{array}{ll}
-f_{i}k_{i} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} j=i,\\
r+ $\epsilon$=-\langle h,$\alpha$_{j}\rangle\sum_{:}(-1)^{r}q_{i}^{-r}e_{i}^{(8)}e_{j}e_{i}^{(r)} & \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} j\neq i,
\end{array}\right.
T_{i}(f_{\mathrm{j}})=\{ \displaystyle \sum_{r+ $\epsilon$=-\langle h_{\mathfrak{i}},$\alpha$_{j}\rangle}^{-k_{i}^{-1}e_{i}}(-1)^{r} qí f_{i}( r)f_{j}f_{i}^{(8)} for j\neq i.for j=i,
\{T_{i}\}_{i\in I}は組み紐関係式をみたすこと及び, T_{i}^{-1}=*\circ T_{i}\circ*を満たすことが知られている。鶉と ir及
び晦の関係は以下で述べられる。
命題2.9 ([Lus93, Proposition 38.1.6, Lemma 38.1.5]). (1) i\in Iに対して,以下が成り立つ。:
\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\cap T\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})=\{x\in \mathrm{U}_{\overline{q}}(\mathfrak{g})|_{i}r(x)=0\},
(2) i\in Iに対して, )_{K}に関する以下の直交分解が成り立つ。:
\mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g})=(\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\cap T_{i}\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}))\oplus f_{i}\mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g}) ,
\mathrm{B}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}}は降完全基底であるから, f_{i}\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})が,それぞれ \mathrm{B}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}}\mathrm{n}f_{i}\mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathfrak{g})によって生成されている。よっ





命題2.10 ([Sai94, Proposition 3 \cdot4.7, Corollary 3.4.8]). (1)  x \in \mathscr{L}(\infty)\cap T_{i}^{-1}\mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathrm{g}) および b:=
x\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{q}\mathscr{L}(\infty)\in \mathscr{B}(\infty)に対して,以下が成り立つ。
T_{i}(x)\in \mathscr{L}(\infty)\cap T_{i}\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}) ,
$\tau$_{i}(X)\equiv\overline{f}_{i}^{* $\varphi$:(b)}\prime.
(2) $\sigma$_{i} : \{b\in \mathscr{B}(\infty)|$\epsilon$_{i}^{*}(b)=0\}\rightarrow {  b\in 留 (\infty)|$\epsilon$_{i}(b)=0} を $\sigma$_{i}(b)=\overline{f_{i}}^{* $\varphi$:(b)}\overline{e}_{i^{i}}^{ $\zeta$} (b)_{b}で定義される写像
とする。このとき $\sigma$_{i}は全単射であり,逆写像は, $\sigma$_{i}^{*}(b)=(*\circ$\sigma$_{i}\circ*)(b)=\tilde{f}_{i}^{ $\varphi$.(b)}\tilde{e}_{i}^{* $\epsilon$.(b)}b:: で与えられ
る。
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全単射 $\sigma$_{i}および $\sigma$_{i}^{*} を斉藤結晶鏡映(Saito crystal reflection) という。Baumann‐Kamnitzer‐Tingley
[BKT14, Section 5.5]に従って, \hat{ $\sigma$}_{i}(b):=$\sigma$_{i}(\tilde{e}_{i}^{*\max}(b))および\hat{ $\sigma$}_{i}^{*}(b):=$\sigma$_{i}^{*}(\tilde{e}_{i}^{\max}(b)) と約束しておく。
i_{ $\pi$:\mathrm{U}_{q}^{-}}(\mathfrak{g})\rightarrow \mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\cap$\tau$_{i}\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g}) を命題2.9 (2)におけるそれぞれ f_{i}\mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}(\mathrm{g}) を核とする直交射影とす
る。このとき,以下の双対標準基底と組み紐群作用との関係がある。
定理2.11. $\epsilon$_{i}^{*}(b)=0を満たす  b\in 詔 (\infty) に対して,以下が成り立つ。
T\mathrm{l} ($\pi$^{i}G^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(b))=^{i} $\pi$(G^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}($\sigma$_{i}(b))) ,
(1-q_{i}^{2})^{\langle h_{i},\mathrm{w}}( b\rangle TG^{11\mathrm{p}}(b)=G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}($\sigma$_{i}b) .
注意2. 12. ここで, (1-q_{i}^{2})^{\langle h_{i}.\mathrm{v}\mathfrak{n}b\rangle} は非退化内積(-, -)_{K}の取り方に起因する項である。Lusztigによ
る非退化内積 -)_{L}を採用して定義すると,この項は存在しない。
2.4 有限型
Weyl群の元w\in Wに対して,部分代数Uq‐ \cap TwU \mathfrak{g}\geq 0を考える。




定理2.14. w\in W と最短表示 i=(i_{1}, \cdots,i_{1})\in I(w)に対して, F^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(i)=\{F^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(c,i)|c\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{l}\} は \mathrm{U}_{q}^{-}\cap
 T_{w}\mathrm{U}_{\mathrm{q}}\geq 0の基底を与える。
F^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(i) を最短表示i \in  I(w)に付随したPoincaré‐Birkhoff‐Witt型基底 (Poincaré‐Birkioff‐Witt
base) と言う。
注意2. 15. 旧来, F^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(i) によって生成された部分空間をDe Concini‐Kac‐Procesi達が導入し,量子




定理2.16. w\in W と最短表示i=(i_{1}, \cdots, i_{l})\in I(w)および c\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{\ell}に対して,以下が成り立つ。
(1) F^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(c, i)\in \mathscr{L}(\infty)
(2\rangle b(c,i) :=F^{1\mathrm{o}\mathrm{w}} (c ) i) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q\mathscr{L}(\infty)\in \mathscr{B}(\infty) .




F^{1\mathrm{o}\mathrm{w}}(i) は, (, )_{K}に関して直交基底であることが知られており, F^{\mathrm{u}\mathrm{p}} (i) :=\{F^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(c, i)|\mathrm{c}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{\ell}\} は, \mathrm{U}_{q}^{-} 口
馬 \mathrm{U}_{\mathrm{q}}\geq 0の基底をなす。これを,双対Poincaré‐Birkhoff‐Witt基底 (dual Poincaré‐Birkhoff‐Witt
base) という。
定理2.18. w\in Wに対して,以下が成り立つ。
(1) \mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}\cap \mathrm{U}_{\mathfrak{g}}^{-}\cap T_{w}\mathrm{U}_{q}\geq 0 は \mathrm{U}_{q}^{-}\mathrm{n}T_{w}\mathrm{U}_{q}\geq 0 を生成する。
(2) 最短表示i= ( i_{1}, \cdots )  i_{\ell}) \in I(w)および c\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{p}に対して,以下が成り立つ。
G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b(c, i))-F^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(c, i)\displaystyle \in\sum_{c<{}_{1}\mathrm{C}}q\mathbb{Z}[q]F^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(c', i) .
F^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(i)への  $\sigma$作用をLevendorskii‐Soibelmanの  q交換関係式を用いて,三角性を示すことで,  $\sigma$不変
性と  F^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(i) との変換行列の三角性で特徴付けられる基底が構成される。また,balanced tripleによる
双対標準基底の特徴付けにより,得られた基底が双対標準基底と一致することが証明できる。
2.5 余有限型
w\in Wに対して, \mathrm{U}_{q}^{-}\cap T_{w}\mathrm{U}_{q}^{-} を調べる。 \langle有限型およびアフィン型を除いて)n\pm\cap Ad (w)(\mathfrak{n}_{\pm})のルー
ト基底の構成は知られておらず \mathrm{U}_{q}^{-}\cap T_{w}\mathrm{U}_{q}^{-} のPoincaré‐Birkhoff‐Witt型基底は知られていない。
しかしながら,以下の非自明な“分解が分かる。
命題2. 19 ([Kim15, Proposition 3.4]) Weyl群の元 w と,その最短表示i= (i_{1}, \cdots )  i_{t} ) \in I(w)に対し
て,
\mathrm{U}_{q}^{-}\mathrm{n}$\tau$_{w}\mathrm{U}_{q}^{-}=\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\cap T_{i_{1}}\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\cap T_{i_{1}}T_{\mathrm{i}_{2}}\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathfrak{g})\cap\cdots\cap T_{i_{1}}\cdots T_{i_{l}}\mathrm{U}_{q}^{-}(\mathrm{g})
が成り立つ。
定理2.20 ([Kim15 Weyl群の元 w\in Wに対して, \mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}\cap \mathrm{U}_{q}^{-}\mathrm{n}$\tau$_{w}\mathrm{U}_{q}^{-} は, \mathrm{U}_{q}^{-}\cap T_{w}\mathrm{U}_{q}^{-} を生成する。
Proof. まず w=s_{i}の場合は,直交分解\mathrm{U}_{q}^{-}=(\mathrm{U}_{q}^{-}\cap T\mathrm{U}_{q}^{-})\oplus f_{i}\mathrm{U}_{q}^{-} と \mathrm{B}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}}\mathrm{n}f_{i}\mathrm{U}_{q}^{-}がゐ \mathrm{U}_{q}^{-} を生成する
ことから従う。上の命題を用いることで, wの長さ \ell(w)に関する帰納法により,証明される。 口
2.6 応用 : Berenste |\mathrm{n}-\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}|\mathrm{n} 予想
Berenstein‐Greenstein[BG 14]は,以下の主張を予想した。
予想2.21. Weyl群の元 w\in Wに対して, \mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-} における積写像は,ベクトル空間としての同型




注意2.23. 谷崎俊之民 [Tan14, Proposition 2.10]によって,Lusztig form、De Concini‐Kac form、
De Concini‐Procesi form とよばれるA‐form上での自由加群としてのテンソル積分解を証明されてい
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る。双対標準基底の定めるA‐formに関する全射性を以下で証明する。なお,双対標準基底を定義する
非退化内積の取り方によって,De Concini‐Kac forおよびDe Concini‐Procesi formに関する主張が
得られる。
この主張は,有限型の場合には,Poincare‐Birkhoff‐Witt基底の構成より従うので,無限型のみ非自
明な主張となる。証明は, \mathrm{U}_{\mathrm{q}}^{-}\mathrm{n}T_{w}\mathrm{U}_{\mathrm{q}}\geq 0 と \mathrm{U}_{q}^{-}\mathrm{n}$\tau$_{w}\mathrm{U}_{q}^{-}がそれぞれ双対標準基底と整合的であるので,
それぞれの双対標準基底の元の間の積を調べる。
はじめに,Baumann‐Kamnitzer‐Tingleyは,前射影多元環上の加群圏のねじれ対(torsion pair)
を用いて,(対称型Kac‐Moody Lie環 \mathfrak{g}に対する)結晶構造2 (\infty)の積分解を与えたと述べたが,
Berenstein‐Greensteinによる予想は,その答えと考えることができる。
斉藤結晶鏡映を用いて, i= (i_{1}, \cdots, i_{\ell})\in I(w)に沿った i‐Luszfigデータを定義する。
定義2.24. (1) w\in W と i=(i_{1}, \cdots,  $\iota$ t)\in I(w)に対して,i‐Lusztigデータ L_{i}(b)\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{\ell}を
L_{i}(b)=($\epsilon$_{i_{1}}(b),$\epsilon$_{i_{2}}(\hat{ $\sigma$}_{i_{1}}^{*}(b)), \cdots $\epsilon$_{i_{\ell}}(\hat{ $\sigma$}_{i_{\ell-1}}^{*}\cdots\hat{ $\sigma$}_{i_{1}}^{*}(b)))
で定める。
(2) \in W と i=(i_{1}, \cdots , i_{\ell})\in I(w)に対して, $\tau$_{i}(b), $\tau$^{i}(b)\in \mathscr{B}(\infty)を以下で定める:
Ti(b):=b(L_{i}(b),i) ,
$\tau$^{i}(b):=$\sigma$_{i_{1}}\cdots$\sigma$_{i_{l}}\hat{ $\sigma$}_{i_{\ell}}^{*}\hat{ $\sigma$}_{ip-1}^{*} . .. \hat{ $\sigma$}_{i_{1}}^{*}(b) .
構成から, i‐Lusztigデータは,全射L_{i}:2(\infty)\rightarrow \mathbb{Z}_{\geq 0}^{p}を定める。 $\tau$_{i} は, L_{i}のsectionである。
上の命題は, \mathrm{B}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}への双対Poincaré‐Birkhoff‐Witt単項式の積の評価式から,証明される。
命題2.25. (1)  b\in 詔 (\mathrm{U}_{q}^{-}\cap T_{w}\mathrm{U}_{q}^{-}) および\mathrm{c}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{l} に対して,
F^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(c,i)G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)-G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(\displaystyle \tilde{f}_{i_{1}}^{c_{1}}$\sigma$_{i_{1}}\cdots\tilde{f}_{i_{\ell-1}}^{\mathrm{c}_{t-1}}$\sigma$_{i_{\ell-1}}\tilde{f_{i\ell}}^{\mathrm{C}\ell}$\sigma$_{i_{l}}$\sigma$_{i_{l}}^{*}\cdots$\sigma$_{i_{1}}^{*}(b))\in\sum_{L(b,i)<i\mathrm{c}}q\mathbb{Z}[q]G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b')
を満たす。
(2) b\in \mathscr{B}(\mathrm{U}_{q}^{-}\cap$\tau$_{w}\mathrm{U}_{q}^{-}) およびc\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{\ell} に対して,
G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b(c,i))G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)-G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(\displaystyle \overline{f_{i_{1}}}^{c_{1}}$\sigma$_{i_{1}} . . .\overline{f_{i_{\ell-1}}}^{c_{l-1}}$\sigma$_{i_{t-1}}\tilde{f}_{i_{l}}^{c\ell}$\sigma$_{i_{\ell}}$\sigma$_{i_{\ell}}^{*}\cdots$\sigma$_{i_{1}}^{*}(b))\in\sum_{L(b,:)<ic}.q\mathbb{Z}[q]G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b')
を満たす。
この命題を用いて,以下の定理が得られる。
定理2.26.  b\in 留 (\infty)に対して,
G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b)-G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}($\tau$^{i}(b))G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}($\tau$_{i}(b))\displaystyle \in\sum_{L_{i}L_{i}(b')<i(b)}q\mathbb{Z}[q]G^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(b')
が成り立つ。ここで, L_{i}(b')<{}_{i}L_{i}(b)は \mathbb{Z}_{\geq 0}^{\ell} に関する左辞書式順序である。
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上の定理によって,任意の c\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{\ell}に対して,
\displaystyle \mathcal{F}^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(c,i):=\bigoplus_{i\mathrm{c}\leq \mathrm{c}}F^{\mathrm{u}\mathrm{p}}(c',i)(\mathrm{U}_{q}^{-}\cap T_{w}\mathrm{U}_{q}^{-})
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